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I) Espaces vectoriels de fonctions (sur 19).

1) Soit 
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a) Vérifier que F est un sous-espace vectoriel de E.


b) Montrer que l'ensemble G des fonctions affines de 
[image: image4.wmf]R

 dans 
[image: image5.wmf]R

 est un supplémentaire de F dans E (on pourra faire une démonstration par analyse et synthèse). Quelle est donc la codimension de F ?


c) Quel est le projeté g de la fonction f sur G parallèlement à F ? Faire une figure avec les courbes de f et g.
2) Soit 
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 l’espace vectoriel des applications dérivables de 
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 dans 
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, 
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 ; on tient pour acquis que F est un sous-espace vectoriel de E.


a) Montrer que l'ensemble G des fonctions affines de 
[image: image11.wmf]R

 dans 
[image: image12.wmf]R

 est un supplémentaire de F dans E. Quelle est la codimension de F ?


b) Quel est le projeté g de la fonction f sur G parallèlement à F ? Faire une figure avec les courbes de f et g.
3) Soit 
[image: image13.wmf](
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 l’espace vectoriel des applications deux fois dérivables de 
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 dans 
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, 
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 ; on tient pour acquis que F est un sous-espace vectoriel de E.


a) Montrer que l'ensemble G des fonctions polynomiales de degré 
[image: image17.wmf]2

£

 de 
[image: image18.wmf]R

 dans 
[image: image19.wmf]R

 est un supplémentaire de F dans E. Quelle est la codimension de F ?


b) Quel est le projeté g de la fonction f sur G parallèlement à F ? Faire une figure avec les courbes de f et g avec f = cos.

II) Sous-espaces vectoriels de K4 (sur 15).

On se donne dans  K4 les 5 vecteurs : 
[image: image20.wmf]÷
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1) Que peut-on dire, sans calcul, de la famille (a, b, c, d, e) ?

2) Déterminer le rang de la famille (a, b, c, d) , ainsi qu’une relation non triviale entre ses vecteurs.

3) Déterminer un système d'équations cartésiennes de F = Vect(a, b, c).

4) Vérifier que d et e appartiennent à F ; qu’en déduit-on, pour les familles (a, b, c, d)  et (a, b, c, e) ?

5) Montrer que (a, b, c) est une base de F. Déterminer les coordonnées de d dans cette base.

6) Déterminer un vecteur f très simple tel que 
[image: image21.wmf](
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 soit libre. Que peut-on dire de la famille 
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7) Que peut-on alors dire des sous-espaces vectoriels 
[image: image23.wmf](
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8) Déterminer les coordonnées du projeté 
[image: image25.wmf]÷
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 parallèlement à 
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 du vecteur 
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9) Soit T  l’application de K3 dans K4 définie par 
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. Quel est l’ensemble 
[image: image30.wmf](
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 ? T est-elle surjective ? T est-elle injective ? (On peut répondre à cette question avec un minimum de calculs, en utilisant 5) ; mais on peut aussi y répondre en faisant des calculs...).

III) Équivalents, limites (sur 18).

1) Déterminer un équivalent simple des expressions suivantes quand x tend vers 0 : 

a1) 
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b1) 
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c) 
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2) Déterminer la limite quand x tend vers 
[image: image36.wmf]+¥

 de

a1)  
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3) Déterminer  
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 sans utiliser la petite règle de L’Hospital.

IV) Problème : une visite chez les polynômes de Tchebychev de 1ère espèce (sur 38).

Mise en garde : on se gardera, dans ce problème, de confondre :

- un polynôme formel P = P(X)

- la fonction polynomiale associée :
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- la fonction, non polynomiale : 
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On rappelle aussi que X est le polynôme formel 
[image: image44.wmf](
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 et qu’il ne peut donc en aucun cas désigner un élément de R ; si vous voulez substituer un réel x à X, vous pouvez à la limite écrire « faisons 
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On rappelle qu’on a vu en cours l’existence et l’unicité pour tout entier naturel n d’un polynôme de R[X] noté 
[image: image46.wmf]n
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On a vu la relation de récurrence 
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 provenant de la factorisation de 
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 (en profiter pour expliciter au brouillon

(X) pour 0 ≤ k ≤ 4) , et que 

 avec 
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Préliminaire : rappeler pourquoi si P et Q sont deux polynômes de 
[image: image51.wmf]R

[X] vérifiant 
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, alors P = Q.

GÉNÉRALITÉS

1. Montrer que 
[image: image53.wmf](
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 uniquement en utilisant (1) ; par conséquent la fonction polynomiale associée à 
[image: image54.wmf]n
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 a même parité que n.

2. Montrer que  

, 

 (dériver (1)) et 

.

ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE

3. Montrer que 
[image: image55.wmf]22
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 (2)  (indication : dériver (1) deux fois par rapport à ).

4. En écrivant dans (2) que 

, monter que 

.

5. Calculer 

, 

 et 

.

6. Hors DS : calculer 
[image: image56.wmf]2
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 en faisant apparaître un coefficient binomial.

DÉCOMPOSITION, cas impair.

Jusqu’à la question 18, n est supposé impair (= 2p + 1) .

7. Pour 

 Z, on pose 

; vérifier que 
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 possède n racines distinctes appartenant à [–1, 1], à choisir parmi les 

(écrire en extension les n racines et bien démontrer qu’elles sont distinctes). Que peut-on donc dire de 

 ? Écrire la décomposition de 

 en produit de facteurs irréductibles.

8. Montrer que 
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; on peut donc définir un polynôme 

 par 
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 ; écrire 
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 sous forme factorisée, puis sous forme développée en faisant intervenir les 
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APPLICATION AU PRODUIT D’EULER. 

9. Déduire de (3), en utilisant (et justifiant) la formule:



 , que : 
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10. En déduire :
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11. En déduire la relation, déjà vue au moment des complexes :



.

12. En déduire aussi pour tout x : 
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13. En déduire le produit infini dit d’Euler (qui exprime que « sinus » est une sorte de « polynôme infini » dont les racines, simples, sont les
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